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1. EINLEITUNG 
Es sollen Einbettungsprobleme iiber endlich-algebraischen Zahlkorpern k 
behandelt werden, und zwar solche, die zu Gruppenerweiterungen I-+ H + 
G -+ g -+ 1 gehiiren, wo g endlich und H proaufldsbar ist. Insbesondere sol1 
die Liisbarkeit durch Erweiterungen, die auflerhalb einer endlichen Menge 
von Primstellen unverzweigt sind, untersucht werden (“Losbarkeit bei 
beschrlnkter Verzweigung”). Fur zentrale Gruppenerweiterungen wurde 
diese Frage von Neukirch ([5], 8) behandeit. 
Die Losbarkeit und such die eigentliche Losbarkeit solcher Einbet- 
tungsprobleme bei beschrankter Verzweigung 1HBt sich reduzieren auf die 
gleiche Fragestellung bei endlichen Gruppenerweiterungen. Anders als bei 
Neukirch (51 sind hier jedoch nicht sukzessive aufeinander aufbauende 
endliche Einbettungsprobleme zu l&en, vielmehr gentigt es, vollig 
unabhlngig voneinander endliche Erweiterungsprobleme iiber einem festen 
“Stumpf’ K ( k mit Galoisgruppe g zu studieren (Satz 1). 
Bei Einbettungsproblemen mit pro-abelschem Kern haben diese 
oberlegungen such Konsequenzen fur die Lijsbarkeit schlechthin (d.h. ohne 
Beschrankung der Verzweigung). So besagt Satz 3, dalj bei pro-abelschem 
Kern mit endlichem Exponenten die Lijsbarkeit aller endlichen Probleme 
hinreichend ist fiir die Losbarkeit des unendlichen Problems; und da0 dann 
eine Losung mit nur endlich vielen Verzweigungsstellen existiert. Aber such 
Einbettungsprobleme mit einem Kern ohne endlichen Exponenten konnen 
behandelt werden (Satz 4); ihre Losbarkeit wird reduziert auf die Losung 
endlicher Probleme lokal an endlich vielen Stellen. 
Die SBtze 3 und 4 basieren auf Satz 2, welcher Kriterien von ISkhanov [2] 
bzw. Neumann [6] fur die Losbarkeit endlicher Einbettungsprobleme mit 
abelschem Kern bei Beschrankung der Verzweigung ausdehnt, und zwar auf 
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Gruppenerweiterungen mit pro-abelschem Kern, wobei zusatzlich lokale 
LGsungen an gewissen Stellen vorgegeben werden. 
Satz 5 schliefilich behandelt zentrale Einbettungsprobleme iiber dem 
Grundkorper Q In diesem Spezialfall lassen sich die Voraussetzungen von 
Satz 4 abschwachen. 
2. REDUKTION AUF VONEINANDER UNABHANGIGE ENDLICHE 
EINBETTUNGSPROBLEME 
Sei P: 1 -+ H --) G --t CJ + 1 eine proendliche Gruppenerweiterung einer 
endlichen Gruppe g, k ein endlich algebraischer Zahlkorper (“der 
Grundkorper”), und K / k (“der Stumpf’) eine Galoiserweiterung mit 
Galoisgruppe g, (D: G(K ) k) 2 g ein Isomorphismus. Eine (eigentliche) 
Losung des Einbettungsproblems (8, K ( k) ist ein (surjektiver) stetiger Grup- 
penhomomorphismus v/, der das Diagramm 
l--+H--+G-g-1 
kommutativ macht. Dabei sei G, = G(z 1 k) die Galoisgruppe der algebraisch 
abgeschlossenen Hiille z iiber k (die absolute Galoisgruppe von k) und @ die 
Liftung von cp auf G,. 
1st S eine endliche Primstellenmenge von K, so heiOe y auI3erhalb S 
unverzweigt, wenn y auf allen Tragheitsgruppen 2,~ G, (p E S) trivial ist, 
d.h. die durch y bestimmte Korpererweiterung N j K aul3erhalb S 
unverzweigt ist. 
Da g endlich ist, besitzt H eine Umgebungsbasis U,, (n E N) der Eins Bus 
Normalteilern in G, so da13 durch B endliche Gruppenerweiterungen 
gegeben sind, wo H, = H/U,,, G, = G/U, (n E N) gesetzt ist. Die aul3erhalb 
S unverzweigte (eigentliche) Losbarkeit von (8, K 1 k) hat dann natiirlich die 
auflerhalb S unverzweigte (eigentliche) Losbarkeit der (cY,,, K 1 k) zur Folge. 
Diese notwendige Bedingung ist such hinreichend bei proauflosbarem Kern: 
SATZ 1. Seien 8, K / k, und &,, (n E IN) wie oben vorgegeben, H 
proaujl&bar, S eine endliche Menge von Primstellen von K. Dann sind 
bquivalent 
(i) Das proendliche Einbettungsproblem (8, K j k) ist auJerhalb S 
unverzweigt (eigentlich) l&bar. 
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(ii) Alle endlichen Einbettungsprobleme (&, K 1 k)(n E N) sind 
auJerhalb S unverzweigt (eigentlich) l&bar. 
Durch diesen Satz wird das Problem (8, K ] k) auf unabhlngig 
voneinander zu llisende endliche Einbettungsprobleme mit festem Stumpf 
K ] k reduziert, da bei (ii) keinerlei Beziehungen zwischen den Losungen zu 
unterschiedlichem n gefordert ist. 
Sei S, die Menge der Primstellen von k, die einen Primteiler in K in der 
vorgegebenen Menge S haben, $,(zS) die Menge aller Teiler. Dann ist die 
maximale auflosbaie, aufierhalb 3, unverzweigte Erweiterung R$‘” von K 
iiber k galoissch (und Ki”” c_ Kl’$). 
LEMMA 1. Die Galoisgruppe G(Kr” ( k) ist eine (im Sinne von Klingen 
[3]) kleine proendliche Gruppe, d.h. & besitzt zu jedem n E N nur endlich 
viele Untergruppen vom Index n. 
Beweis. Da G(K$t” 1 K) in G(Ki:” ( k) endlichen Index hat, geniigt es, 
G(Kl:” (K) zu betrachten. Weiter geniigt es, zu zeigen, dal.3 G(Klt” (K) zu 
jedem n E N nur endlich viele Normalteiler vom Index n hat. Dies beweist 
man nun induktiv ilber n fur beliebige endlich algebraische Zahlkorper K. 
1st L ] K auflosbar vom Grad n, so existiert ein echter Zwischenkorper L, 
oder n ist eine Primzahl. 1st also n keine Primzahl, so gibt es nach 
Induktionsvoraussetzung nur endlich viele galoissche Erweiterungen L, ] K 
von einem Grad, der n teilt, und jeder von diesen besitzt wiederum nur 
endlich viele galoissche Erweiterungen vom Grad n/(L,: K), so da13 es nur 
endlich viele galoissche Erweiterungen L ( K mit (L: K) = n geben kann. Es 
reduziert sich somit die Behauptung auf den Fall der maximalen aufierhalb 
9, unverzweigten p-Erweiterung K!$ von K (p eine beliebige Primzahl). 
Deren Galoisgruppe g = G(Kg )K) hat aber nach Koch [4] den Erzeugen- 
denrang 
d(O) = K‘ (K,: U4J -6(k) -r + 1 + 5‘ 6(K,) + dim,D9g0 
d-2, &If& 
‘PIP 
Dabei ist 
6(k) = 0, C, @ k 
= 1, 6 E k 
(6 primitive p-te Einheitswurzel), r = r, + rz Zahl der unendlichen 
Primstellen und 9$, eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten p. Also 
ist 6 endlich erzeugt bei endlichem s,, also erst recht klein. 
Der Beweis von Satz 1 basiert nun auf der folgenden Tatsache (Schuppar 
[7]): Sind G, H proendliche Gruppen, G klein, so ist H genau dann Quotient 
von G, wenn alle endlichen Quotienten von H such Quotienten von G sind. 
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Sind nun gemal Bedingung (ii) von Satz 1 alle Einbettungsprobleme 
eigentlich l&bar, so sind alle G, und damit tiberhaupt alle endlichen 
Quotienten von G such Quotienten von G(Ki:” 1 k). Nach der oben 
erwahnten Eigenschaft kleiner proendlicher Gruppen existiert somit ein 
Epimorphismus y: G(Kg” ) k) -+ G, der-wie sich sofort aus dem Beweis 
ergibt-das Diagramm 
1-H-G ---------‘g-l 
kommutativ macht. Bei nicht surjektiven LSsungen schliel3t man ebenso. 
3. DAS NEUMANNSCHE KRITERIUM BEI PROENDLICHEM KERN 
UND LOKALER VORGABE 
Das Neumannsche Kriterium [6] gibt eine Antwort auf die Frage nach 
endlichen Mengen S von Primstellen, so da13 ein gegebenes, l&bares Einbet- 
tungsproblem mit endlichem abelschem Kern eine aul3erhalb S unverzweigte 
Losung besitzt. Dabei sol1 S allein durch das gestellte Problem bestimmt 
sein. Selbstverstlndlich ist jede Losung aul3erhalb einer geeigneten endlichen 
Menge S unverzweigt, diese ist aber eben von der Losung abhlngig. 
Betrachtet man nun Einbettungsprobleme mit proabelschem Kern, so ist 
such die Existenz einer solchen Menge S nicht gesichert. Eine Ausdehnung 
des Neumannschen Kriteriums ist Inhalt des nachfolgenden Satzes. Dabei 
wird das Problem durch Vorgabe lokaler Losungen an gewissen Stellen 
verschkft. 
Es sind gegeben 8: 1 --f A + G + g -+ 1 eine Gruppenerweiterung mit 
endlicher Gruppe g und abelscher pro-p-Gruppe A als Kern, p eine Primzahl; 
K / k eine Zahlkorpererweiterung mit Galoisgruppe G(K / k) r Q; 8,: 1 --t An -+ 
G, + g + 1 (n E II) zugehiirige endliche Gruppenerweiterungen (vgl. 2). 
Nun ist A, als g-Modul vermoge $: G, -++ g ein G,-Modul; sei Ai die 
Charaktergruppe von A,, als G,-Modul. Mit L, = k(A,) bzw. LA = k(AA) 
seien die kleinsten, A,, bzw. AL trivialisierenden Erweiterungen von k 
bezeichnet; also 
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Mit L bzw. L’ sei schliel3lich k(A) bzw. k(A ‘) bezeichnet, also L = (JnPN L,, 
L’ = u,,, L;. 
(I) Es sei S eine endliche Menge von Primstellen von k, die alle unend- 
lichen Stellen, die Teiler von p sowie die Verzweigungsstellen von K 1 k 
enthalt. Fur jedes n E N habe S die folgenden Eigenschaften: 
(a) Die S-Klassenzahl h,(L;) ist prim zu p; dabei ist h,(LA) die 
Ordnung der Klassengruppe von LL modulo der von Primidealen in S 
erzeugten Untergruppe darin. 
(b) Zu jeder zyklischen p-Erweiterung LA 1 A4, M> k, gibt es eine 
Primstelle Cp von A4 iiber S, die in LA unzerlegt ist. 
(II) Sei T eine endliche Menge von Primstellen in k, disjunkt zu S, mit 
der Eigenschaft 
(c) Fur 13’ 1 p E T enthiilt Lb, die p-ten Einheitswurzeln nicht. 
SATZ 2. Es sei (8, K) k) ein Einbettungsproblem wie oben. S und T 
seien end&he Stellenmengen von k gemby (I) und (II). Ftir jedes p E T sei 
eine unverzweigte L6sung yp des lokalen Problems (8, K 1 k),, (vgl. Neukirch 
([ 5 ],2)) vorgegeben. Dann gilt: Sind die endlichen Probleme (c?Y~, K(k) 
l&bar, so besitzt das unendliche Problem (8, K) k) eine auJerhalb S 
unverzweigte Ltisung y, die bei p E T die vorgegebenen lokalen Liisungen I,U~ 
Beweis. Nach Satz 1 bzw. dessen Beweis geniigt es zu zeigen, da13 alle 
endlichen Probleme (& , K 1 k) aul3erhalb S unverzweigte Losungen besitzen, 
die die durch t,up gegebenen Losungen I,Y,,, von (a,, K ] k), bei p E T 
induzieren. 
Nach Voraussetzung besitzt (&, K ( k) eine Losung, also such eine mit 
den bei p E T vorgegebenen lokalen Losungen ‘I/~,~ (Neukirch [5, Th. 6.61). 
Sei y: G, + G, eine solche Losung. Sei N) K) k mit G,=Ke v und 
R = {p & S ] p in N verzweigt}. Dann ist R n T = 0, da die vorgegebenen 
lokalen Ldsungen unverzweigt sind. 
Der Ldsungsraum Y8, von (c??,,, K ] k) ist ein homogener Raum iiber der 
ersten Kohomologiegruppe H’(G,, A,) = H’(x ( k, A,); genauer: H’ operiert 
auf den Klassen [w] von Losungen IC/ modulo Konjugation mit festen 
Elementen a des Kerns der Gruppenerweiterung (siehe Neukirch ([5], 1)). 
Konstruiere daher eine I-Kohomologieklasse x E Hi@ ( k, A J, die die 
Losung v in eine LSsung mit den gewiinschten Eigenschaften transformiert. 
Fiir das Folgende sei abkiirzend Q := R V S U T gesetzt, und es bezeichne 
k, die maximale auflerhalb Q unverzweigte Erweiterung von k. A, ist dann 
ein Gfk, ] k)-Modul, weil Q 2 S alle Verzweigungstellen von k(A,) enthilt, 
so da13 Gkg trivial auf An operiert. Weiter sei 2, E Gkp eine Tragheitsgruppe 
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zu p und Hi,(L, 1 k,,A,) das Bild der Inflation Inf: H’(Gkp&,A,,) + 
H’(G~pA,). 
LEMMA 2,. Seien p, i die durch Restriktionsabbildungen gegebenen 
natli’rlichen Homomorphismen in untenstehendem Diagramm. 
H’(k, I k 4) 
P 
’ 11 H’@, I kpdJ 
\ / 
P~Q 
6 
piiT HVP I k,, An) 
Dann gilt: 
Imb n Hh.(i;,/ k,,A.)z n H’(jT,( k,,A,). 
PER PER 
Beweis. Da Q alle Primteiler von p enthalt, A, hingegen eine p-Gruppe 
ist, ist #A,, eine Q-Einheit und auf die Abbildung p kann der Tate’sche 
Dualitltssatz (Tate [9], Haberland [ 11) angewendet werden. Die Behauptung 
ist gleichbedeutend mit 
~E~H’(~p/kp.A,)~Imp- ( n H;,(& / kp,A,) x n H’$, I k,, A,) 
PER PES 
und dies la& sich nach dem Dualitltssatz umformen zu 
[ ;! H’(& I k,, A,) ]’ 
1 
1 
2 IImpl’n n Hk@,I k,,A,) x fl H’(g,l k,,A,) 
PER PES 
Dabei ist das orthogonale Komplement in nPEa H’(z, / k,, A;) zu bilden. 
Also ist zu zeigen: 
mit der dualen Abbildung p’: H’(k, / k, AA) -+ nPPa H’(x, ) k, AL). Sei 
x E H’(k, I k, AA) mit P’(X) E npeR Hf,,@, I k,, 4) X FIpcT H’(k, I k,, AAl. 
Bezeichnet man mit xp die lokale Komponente von x bei p E Q, so ist 
x, = 0 fiir p ES, 
xp E Hi,& I kp, Ait) fiir PER, 
641/16/LX 
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und man hat zu zeigen 
xp=o fiir pER. 
In der ersten Dimension ist die Inf-Res-Sequenz exakt, so darj 
Hi,&, 1 &,,A;) such als Kern der Restriktion Res: Hi@,] kp,Ak)-+ 
HI&,, AA) gegeben ist, die Restriktion von x auf 2, ist also fur p E R trivial. 
Aufierhalb S ist LA = k(AA) unverzweigt; ist nlimlich p 6 S, so ist p in 
k(A,), und wegen ptp such in k&,,) unverzweigt, also operiert 2, auf A, 
und AA trivial. Daher gehort 2, zu GLA = (Q E G, ( x”(a) = x(oa) fur a E A,, 
xEA:l- 
Es ist somit LA ein Teilkorper von k, c k,. Definitionsgem% ist dann AA 
trivialer G(k, 1 LA)-Modul, so da13 die Restriktion der I-Kohomologieklasse 
x E H’(k, 1 k, A;) auf G(k, IL;) ein Homomorphismus x: G(k, 1 L;) 4 A; 
wird. Mit K, sei der Fixkorper des Kerns von x bezeichnet. K, ( LA ist eine 
zyklische p-Erweiterung mit G(K, 1 LA) N Im x C AA. 
i; 
I 
k 
BEHAUPTUNG. K, ( LA ist eine unverzweigte Erweiterung, in der die 
Primstellen Cber S voll-zerlegt sind. 
Beweis. 1st p E R, so ist p in LA unverzweigt, also G(k, ( LA) 2 Zp (Gkp 
sei fur p E Q in G(k, ] k) eingebettet). Nun ist die Restriktion von x auf 2,, 
also die von x auf 2,, trivial; x faktorisiert also iiber 2,. Dies bedeutet, dal3 
Ke x = GK, die Trlgheitsgruppe 1, umfal3t, p E R also in K, unverzweigt ist. 
1st nun ‘p eine Primstelle von L; iiber S, so gilt: Die Restriktion von x auf 
die Zerlegungsgruppe G, c G(k, ) LA) ist trivial, weil bereits die Restriktion 
von x auf die Zerlegungsgruppe G, = Gkp s G(k, ( k) bei p E S, Cp 1 p, trivial 
ist. Dies wiederum bedeutet: Die Primstellen ‘p von L; iiber S sind in K, 
voll-zerlegt. 
Damit ist K, ) LA eine auDerhalb T unverzweigte, zyklische p-Erweiterung, 
in der alle Primstellen iiber S voll-zerlegt sind. (In Verallgemeinerung der 
Neukirch’schen Definition ([5], 7, Th. 7.3 ) kann K, ( k(AA) als eine 
Obstruktionserweiterung zum Tripe1 (A;, S U T, 7’) bezeichnet werden.) 
Es bleibt die Unverzweightheit bei p E T zu iiberprtifen. Sei rQ ein Prim- 
teiler von p in K, und K,, 1 TI LLVc die lokale Erweiterung mit dem 
Tragheitskorper T. Da T( LA,, eine p-Erweiterung ist, enthllt nach 
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Voraussetzung (11~) such T keine p-te Einheitswurzel. Die reinverzweigte 
Erweiterung K,, ] T ist zahmverzweigt, weil p E T=z- p$p. Damit mu&e T 
die p”-ten Einheitswurzeln enthalten, p” = (K,,: T). Wegen $ & T bedeutet 
dies KX. = T, K, ] L:, ist bei ‘$3’ J p unverzweigt. Die Behauptung ist also 
bewiesen. 
Nach Voraussetzung (Ia) ist die S-Klassenzahl prim zu p, LA besitzt also 
keine abelsche unverzweigte p-Erweiterung, in der alle Primstellen iiber S 
voll-zerlegt sind. Nach obiger Behauptung ist daher K, = LA, d. h. die 
Restriktion x von x E H’(ko ] k, A;) auf G(k, ) Lk) ist trivial, und x ist daher 
Inflation eines Elementes y E H’(G(LI, 1 k), AL). Es geniigt also zu zeigen, 
dal3 y, E H’ (LAW, / k,, A A) fur p E R verschwindet, denn dann ist such 
xp E H’(& ] k,,AA) trivial. (y, = Res(y), wo Res die Restriktion von 
G(LA ] k) auf eine Zerlegungsgruppe G&LA ] k) zu p bedeutet.) Fur p E R ist 
LA ] k unverzweigt, G&LA ( k) also eine zyklische Gruppe. Da AA eine p- 
Gruppe ist, ist H’(G,(L:, ] k), AL) = H’(GP,(L:, ] k), AL) fur den p-Anteil Glpp 
von G,. Nach Voaussetzung (Ib) ist diese zyklische p-Gruppe w, in einer 
Zerlegungsgruppe G,(L; ( k) f iir ein q E S enthalten. Nach Ansatz ist 
0 = xq = Inf(y,) und somit yg = 0. Wegen G”, z G, ist dann such y, = 0. Das 
Lemma ist bewiesen. 
Ausgehend von der L&sung w  seien zunachst ap E H’(g, ( k,, A,,) wie bei 
Neumann [ 6, p. 1491 konstruiert (p E R). Nach Lemma 2 existiert ein 
x E H’(ko ) k, A,) &H’(il] k,A,) mit 
xp = 0 fur p E T, 
x,sa;’ mod %.@, I k,, A ,,I fiir PER. 
Hieraus ergibt sich fur die Losung It,&] = “[w]: I# ist auaerhaib Q 
unverzweigt, denn fiir p & Q ist v,, unverzweigt und wegen x E H’(k, ( k, A,) 
ist such xp unverzweigt. Fur p E T folgt aus xp = 0 sofort [I&] = [w,], also 
I& wie vorgegeben. Schliel3lich folgt fur p E R wie bei Neumann, da13 v; 
unverzweigt ist, denn es ist a,, mod HA,.@, 1 k,,A,) im wesentlichen die 
Restriktion van vp auf die Trlgheitsgruppe, also ist wegen 
xp = a,‘mod Hi,&, / k,,A,) [I#] = “[w] bei p unverzweigt. 
Insgesamt hat w’ die im Satz 2 geforderten Eigenschaften. 
4. EINBETTUNGSPROBLEME MIT PROABELSCHEM KERN 
SATZ 3. Sei 8’: 1 + A -+ G -+ g -+ 1 eine Gruppenerweiterung mit 
endlicher Gruppe g und proabelschem Kern A von endlichem Exponenten. 
Dann ist fiir jede Zahlkiirpererweiterung K I k mit G(K 1 k)) 1 g das Einbet- 
tungsproblem (8, K I k) l&bar genau dann, wenn alle (g,,‘,. K / k) (vgl. 2.) 
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l&bar sind. Im Falle der Lb’sbarkeit existiert eine Losung von (8, K ( k) mit 
nur endlich vielen Verzweigunsstellen; diese liegen in einer allein durch das 
gestellte Problem (a, K ( k) bestimmten endlichen Menge S. 
Beweis. Die Notwendigkeit dieses Kriteriums ist klar. Seien nun alle 
endlichen Einbettungsprobleme (g,,, K 1 k) l&bar. Zunlchst zerlegt man A in 
seine p-prim&en Bestandteile und betrachtet den Fall, da13 A pro-p-Gruppe 
ist. Man wendet nun Satz 2 mit T = 0 an. Dazu benotigt man eine endliche 
Primstellenmenge S von k mit den Eigenschaften (la) und (lb) aus Satz 2. 
ZunHchst umfasse S die Menge S,, bestehend aus allen Primteilern von p 
und co sowie den Verzweigungsstellen von K 1 k. 
Fur jedes n E N ist LA = k(AA) enthalten in k(&J . k(A,) (m Exponent von 
A,,), denn ist 0 E GkcImj.kcAnj, so folgt fur x E A, und a E A,, x(a)” =x(a) = 
x(o . a) und u gehort zu G,;. Damit ist LA 1 k eine endliche Erweiterung und 
es existieren endliche Mengen S, mit den Eigenschaften (a) und (b). Hat 
nun, wie vorausgesetzt, A endlichen Exponenten pe, so sind die Exponenten 
von A,, beschrankt und alle LA in k([,) . k(A,) c K(c,) enthalten. Damit 
existiert eine endliche Menge S, die fur alle n E N die gewiinschten 
Eigenschaften hat. Aus Satz 2 folgt also Satz 3 fur pro-p-Gruppen als Kern 
A. 
Durch Kompositumsbildung erhllt man dann eine Losung des Einbet- 
tungsproblems fiir pro-abelsche Gruppen als Kern. Da A endlichen 
Exponenten hat, gibt es nur endlich vielep-prim&e Faktoren in A, so dalj die 
Zahl der Verzweigungsstellen such insgesamt endlich bleibt. 
Mit Satz 2 kann man aber such Einbettungsprobleme behandeln, deren 
Kern keinen endlichen Exponenten hat, und so iiber die Neukirch’schen 
Resultate hinausgehen. Ein derartiges Ergebnis ist der folgende 
SATZ 4. Sei 8: 1 + A + G --f g + 1 eine Gruppenerweiterung mit 
endlicher Gruppe g und abelscher pro-p-Gruppe A, p eine Primzahl. Dann ist 
bei gegebenem Stumpf K ) k mit Galoisgruppe G(K 1 k) rrp g das Einbet- 
tungsproblem (8, K ( k) auj’erhalb S, := {p ) p teilt p, co oder p ist in K 1 k 
verzweigt} unverzweigt &bar, wenn gilt: 
(1) p ist in k(A) unzerlegt; sei p der Primteiler von p in k. 
(2) Die {p )-Klassenzahl des p-ten Kreiskiirpers k(A)@,) uber k(A) ist 
prim zu p. 
(3) Die endlichen Einbettungsprobleme (cY,,, K ( k) (vgl. 2.) sind lokal 
an den Stellen p E S, l&bar. 
Beweis. Man wendet wieder Satz 2 an, wobei zuniichst statt (3) schlrfer 
(3’) Alle endlichen Einbettungsprobleme (gn’,, K 1 k) sind l&bar. 
vorausgesetzt wird. 
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Es geniigt nun zu zeigen, da13 die Voraussetzungen (Ia), (Ib) von Satz 2 
bereits fur S = {p / p teilt p} erftillt sind. 1st pe der Exponent von A,, so ist 
LL = k(A;) in L,&,J E k(A)@,,) enthalten, also folgt aus Voraussetzung (l), 
da13 jeder Primteiler von p in LA unzerlegt ist. Bedingung (Ib) von Satz 2 ist 
also erfiillt. 
Zum Nachweis der Bedingung (a) benotigt man das folgende 
LEMMA 3. Sei K 1 k eine endliche Kiirpererweiterung, S eine endliche 
Menge von Primstellen in k, SK die Menge der Teiler in K. Es sei h,(k) die 
S-Klassenzahl von k und h,(K) := h,,(K). Dunn gilt: 
(i) Gibt es ein p E S, das in K unzerlegt ist, so gilt: h,(k) teilt h,(K). 
(ii) Ist K 1 k eine galoissche p-Erweiterung, p die einzige in K 1 k 
verzweigte Primstelle und p in K unzerlegt, so gilt fur S = {p}: p 1 h,(K) o 
P I h,(k). 
Beweis. Nach Klassenkorpertheorie ist die S-Klassengruppe Cl,(k) = 
Cl(k)/(P I P E S) isomorph zur Galoisgruppe der maximal abelschen 
unverzweigten Erweiterung 1 von k, in der alle Primstellen p f S vollzerlegt 
sind. Also ist 1K 1 K eine abelsche unverzweigte Erweiterung, in der alle 
Primstellen von SK vollzerlegt sind. Daher ist (1K : K) ein Teiler von h,(k). 
Andererseits ist wenigstens eine Primstelle p E S in K unzerlegt, so da13 
1~’ K = k und (1K : K) = h,(k) ist. Damit ist (i) bewiesen. 
Nach Teil (i) ist fur (ii) nur zu zeigen: 
P I h,(K) *P I h,(k). 
Sei also p ein Teiler der S-Klassenzahl von K. Da S eine Primstellenmenge 
von k ist, ist die maximale abelsche unverzweigte p-Erweiterung L von K, in 
der alle Primstellen von SK vollzerlegt sind, galoissch iiber k, also L 1 k 
galoissche p-Erweiterung und nach Annahme L + K. Dann existiert such 
eine galoissche p-Erweiterung L, 1 k mit K s L, , (L, : K) = p. Sei nun 1, der 
Zerlegungskorper iiber k eines Primteilers q von p in L,. Da p in K unzerlegt, 
q IK = Fp E SK in L, aber vollzerlegt ist, hat I,-,1 k den Grad p und ist damit 
galoissch. Offenbar ist p in 1, vollzerlegt. Alle anderen Primstellen sind aber 
in K und dann such in L, unverzweigt. Also ist 1, ( k eine galoissche, 
unverzweigte Erweiterung vom Grad p, in der p vollzerlegt ist. Das bedeutet 
aber, dalj p ein Teiler der S-Klassenzahl h,(k) von k ist (S = (p}). Der 
Beweis von Lemma 3 ist damit abgeschlossen. 
Zum Nachweis von Satz 4 geniigt es nun zu zeigen, dal3 fur alle n E N p 
kein Teiler der {p}-Klassenzahl von LA = k(AA) ist, wobei p den einzigen 
Primteiler von p in k bezeichne. 1st m =p’n der Exponent von A,, so ist LA 
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in L,@,,,) enthalten. Nach Voraussetzung ist p in k(A) 2 k(A,) 2 L, 
unzerlegt, also wegen p Ip such in L,,(,u,). Mit S = {p} ergibt sich dann aus 
Lemma 3(i): h,(LjJ teilt h,(L,@,)). Wiire p ein Teiler von h,(L;), so such 
von h,(L,Cp,)). 1st q der einzige Primteiler von p in L&J und 
T=S ‘ntup) = {q }, so gilt S Ln(Bm) = TLntLm), folglich ware p ein Teiler von 
h&,,(Q). Nun ist die abelsche p-Erweiterung L,(u,) 1 L,&,) auaerhalb q 
unverzweigt und bei q rein verzweigt, q also unzerlegt. Nach Lemma 3(ii) 
ware dann p ein Teiler von hT(Ln(,up)) = hs(L,(p,,)). Wieder schliel3t man mit 
Lemma 3(i) und der Voraussetzung (l), da13 p ein Teiler von h,(k(A)(,Q) 
ware, was aber Voraussetzung (2) widerspricht. Damit ist die Behauptung 
von Satz 4 gezeigt, allerdings unter der wensentlichen schiirferen 
Voraussetzung (3’) statt (3). 
Es mulj nun aus (l), (2), (3) die LCisbarkeit (3’) gefolgert werden. Nach 
dem bisher Bewiesenen ist jedes l&bare Einbettungsproblem (gn, K 1 k) such 
aul3erhalb S, unverzweigt l&bar. Da es beim Beweis nur auf den G,-Modul 
A, und nicht auf die Erweiterung 8n und die Realisierung K 1 k von Q ankam, 
bedeutet dies: Jedes l&bare Einbettungsproblem mit dem G,-Modul A,, als 
Kern ist auoerhalb S, unverzweigt l&bar. Hieraus folgt (Neumann [6, 
Satz]): Die Inflation H2ikso 1 k, A,) + Hz@ ) k, A,,) ist injektiv. Nun hat man 
fur den G,-Modul A, das folgende kommutative Diagramm 
H*&, I k A,) 
Irlf 
- H*(H ( k, A,) 
I 
pso 
p;, HZ@, I k,, A,) - @ HZ@, ,“,,, A,), 
I 
P 
denn ist pp : H*@ ) k, A,) + H’$, ( k,, A,) d ie natiirliche Abbildung, so liegt 
fur p @ S, Im@, o Inf) in Hi,(k, I k,, A,), und da A, bei p & S, unverzweigt 
ist, ist Hi,&, 1 k,, A,) = {O} (Serre [S, Chap. II]). Aus Voraussetzung (1) 
ergibt sich nun, da13 p injektiv ist: Da p in k(A,) unzerlegt ist, ist p such in 
k(A;) (Sk(A,)(p,)) unzerlegt, so daB G(k(A;) I k) eine Zerlegungsgruppe ist 
und daher die lquivalenten Bedingungen von Neukirch (5, Satz (4.5)] erfiillt 
sind: p: Hz@ ) k, A,) + 0, Hz@, ( k,, A,,) ist injektiv. Zusammen mit der 
Injektivitat von Inf folgt, da13 sogar ps, injektiv ist. Damit ergibt sich aus den 
Neukirch’schen Resultaten [5, Satz (2.2)] das folgende Lokal-Global- 
Prinzip: Es sind Equivalent 
(3) Die Einbettungsprobleme (g,,, K / k) sind lokal an den Stellen 
p E S, l&bar. 
(3 ‘) Die Einbettungsprobleme (Xn, K 1 k) sind l&bar. 
Damit ist Satz 4 vollstandig bewiesen. 
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Anmerkungen. (a) Nach Resultaten von Koch ]4] ist die Bedingung 
(2) gleichwertig mit 
(2’) .5+= {O}, 
wo s= S’, F = k(A)(,u,) ist und A& definiert ist als Charaktergruppe von 
Vr/F*P mit VT= (a E F* / a p-te Idealpotenz und lokal bei p E ,!? p-te 
Potenz ). 
(b) Fur k = Q sind (1) und (2) etwa erfullt, wenn man voraussetzt 
(1”) Q(A) c Q&,,) und 
regular). 
(2”) Die (p}-Klassenzahl von U4@,) ist prim zu p (z.B. p 
Mit (1”) und Lemma 3 folgert man (2) aus (2”). 
(c) Im Fall k = Q und 8 zentrale Erweiterung hat man k(A) = k = CJ 
und damit Bedingung (1). Es gilt aber scharfer 
SATZ 5. Sei 8: I+ A -+ G -+ g -+ 1 eine zentrale Gruppenerweiterung mit 
endlicher Gruppe g und abelscher pro-p-Gruppe A, p eine Primzahl. Dann ist 
bei gegebenem Stumpf K 1 Q mit Galoisgruppe G(K \a) %tm 9 das Einbet- 
tungsproblem (8, K 1 UJ!) auJerhalb S = {q Primzahl( q =p oder q in K 
verzweigt} l&bar, wenn alle endlichen Probleme (g,,, K 1 Q) lokal an den 
Stellen q E S losbar sind. 
Beweis. Seien (g,,, K 1 C4) zugehorige endliche Einbettungsprobleme 
(n E N). Nach Resultaten von Neukirch (IS], 8) ist die Inflation 
H2(Q,IQ,A,)~H2(~1/~,A.) 
injektiv. Ebenfalls injektiv ist der Homomorphismus 
H2(~l~)I,A.)-,0H2(~qI~q~An) 
4 
([ 5 ], 4), so dal3 aus dem kommutativen Diagram 
ff*(Q, I Q, A,) 
Illf 
- HZ@ I QA,) 
@ H’@, / Q,, A,,) = @HZ@, 
qes Q 
(vgl. Beweis von Satz 4) folgt: 
ff*(Q,IQJ.)-, OH*@qlQq 
4E.s 
,A,,) 
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ist injektiv. Damit gilt ein Lokal-Global-Prinzip ([5], 2), so da13 aus der 
Voraussetzung folgt: (6?*‘,, K ( Q) ist global llisbar durch einen 
Homomorphismus tyn: G(Q, ) a) --t G,, also aurjerhalb S unverzweigt. Da 
dies fiir alle n bei fester endlicher Menge S gilt, folgt aus Satz 1 die 
Behauptung. 
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